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5.4 Extrémums liés
Définition
Soient f(x,) et g(x,y) deux fonctions de classe 6! au voisinage d’un point (xo, yo).
S ={(x,y) telque g(x,y)=0}

[ présente sous la contrainte g = 0 un minimum local (respectivement maximum local) en
(x0,¥0) sila restriction de f a S présente un minimum local (respectivement maximum local)en

(%0, y0)-

Définition

On dit que f présente sous la contrainte g = 0 un minimum global (respectivement maxi-
mum local) en (xg, yo) si la restriction de f a S présente un minimum local (respectivement
maximum global)en (xg, yo).

5.4.1 Méthode par Substitution

dans la contrainte g(x,y) =0, on exprime :
- soit la variable x en fonction de y : on obtient x = A(y).
- soit la variable y en fonction de x : on obtient y = h(x).
Dans les deux cas, & est une fonction d’'une variable. les valeurs f(x,y) deviennent alors :
- Soit L(y) = f(h(x),y) dans le premier cas;
- Soit L(x) = f(x,h(y)) dans le second cas;

Exemple

On considére la fonction f(x,y) = 2xy de domaine de définition 9 = R2.
Trouver les extrema de f sous la contrainte g(x,y) =2x+ 3y —6.

2
g(x,y):O:y:2—§x
2 2
f(x,y)=L(x)=f(x,2 - gx) =2x(2— gx)

2
L(x)=2x(2 - gx)
/ 8
Lx)= —§x+4
' 3
L =0 = —
(x) =>x 3

" 8 " 3 3
L (x)= -3 =>L (5) <0=>x= Eest un maximum.

Donc (2,1) est un maximum de f(x, y)sous la contrainte g(x,y) = 2x+ 3y — 6
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5.4.2 Méthode de Lagrange

Trouver les extrema de f(x,y) sous la contrainte g(x,y)=0.

h(x,y,A) = f(x,y)+ Ag(x,y)  dite Lagrangien

h(x,y,A) = Fonction a optimiser +A ( contrainte annulée),
A(multiplicateur de Lagrange) est un inconnue.

Théoréme 44 Soient f et g deux fonctions possédant des dérivées partielles.

Soit Po = (x0,y0) un point intérieur a Pr et D

Si Py est un point d’extremum local de f sur 9 = {(x,y) € D¢/g(x,y) = 0} et que Vg(xo,yo) # 0
alors Vg(xo,yo) et Vf(xo,yo) sont alignés. C’est a dire : il existe un scalaire Ay € R tel que :

Vf(x0,y0) = AVg(xo, yo)

Py est appelé un point stationnaire de f sur 9 et Ay est appelé multiplicateur de Lagrange
associé.

PROPOSITION 41 (Méthode du Lagrangien).
Py = (x0,0) est un point stationnaire sur 2 = {(x,y) € D¢/g(x,y) = 0} associé au multiplicateur
de Lagrange Ag ssi (xg, yo, Ag) est solution du systéme d’équations :

% (x,y,A) = L(x, )+ 1% (x,5) =0
9h(x,, 1) = 5506, ) + A5 (x,9) = 0
e(x,,1) =g(x,9)=0

Les solutions du systéme sont appelés Les points critiques

Théoréme 45 (Weierstrass).
Toute fonction f continue sur un ensemble K borné et fermé (qui contient ses bords) posséde un
maximum global et un minimum global

PROPOSITION 42 ((Caractérisation faible des points stationnaires sous contrainte - Condi-
tion suffisante du second ordre).)

Soit (xg,y0) un point critique de la fonction h de classe €>.

Posons la fonction de deux variables

h(xayaﬂv()) = hO(X,y) = f(xay)+/l0g(x,y)

On pose :
r=0%ho(o, 50 5=03ho(xo,50); et t=0%ho(x0,0)

et
Do = rt—s?

le développement de Taylor de hq avec (xg,yo) etant un point stationnaire :Vho(xg,yo) =0 et
1
ho(xo +h,yo+ k) = holxo,y0) + g[rh2 +2shk + k%]

Donnons un nom a la fonction de deux variables de droite :

Q(h,k)=rh?+2shk + tk*?
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Alors
e Si No>0
-si r>0, alors f présente un minimum local au point (xg, yo)

-8t r <0, alors f présente un maximum local au point (xg,yo)
e Si Ng<O0

Quelle condition sur A, k£ permet d’obtenir un déplacement (h,k) aligné avec la tangente? Il
faut et il suffit que
(h,k) soit orthogonal au gradient de g au point (xg, y¢), c’est a dire lorsque :

(h,k)Vg(xo,y0) =0

ou on rappelle que :

0 0
(h, ) Vg(x0,70) = o, yo)h + 20, o)k
0x o0y
Dans la suite nous noterons pour simplifier :

0 0
a= —g(xo,yo) et b= —g(xo,yo)
0x oy

Ainsi
(h,k)Vg(xo,y0)=0<ah+bk=0

Nous sommes préts a énoncer une nouvelle condition suffisantes du second ordre pour l'opti-
misation sous contrainte. Rappelons d’abord les notations :

h(x,y,A) = f(x,y)+ Ag(x, y)

* Soit (xg,y09,A0) un point stationnaire du Lagrangien :

oh oh oh
= Ao) = — Ao) = — A0)=0
ax(xo,yo, 0) ay(xo,yo, 0) a;L(xo,;vo, 0)

e Posons
ho(x,y) = h(x,y, o) = f(x,y) + Ag(x,y)
et
r= aizho(ﬂco,yo); s= agzcyho(xo,yo); et t= aigho(m,yo)

e posons Q(A,k) la fonction intervenant dans le développement limité du second ordre
Q(h,k) = rh® + 2shk + tk>

¢ Finalement Posons

0 0
a= —g(xo,yo) et b= —g(xo,yo)
Ox oy

PROPOSITION 43 (Caractérisation forte des points stationnaires sous contrainte - Condi-
tion suffisante du second ordre).

Si pour tout (h,k) #0 vérifiant ah+ bk =0

* Q(h,k)>0, alors (xg,yo) est un minimum local sous contrainte pour f,

e Q(h,k) <0, alors (xg,yo) est un maximum local sous contrainte pour f,

e Q(h,k)=0, alors on ne peut rien dire.
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Méthodologie

1- Recherche des points stationnaires du Lagrangien :
h(x,y,A) = f(x,y)+ Ag(x,y)

Pour chaque point stationnaire (xg, yo,A¢) :
2- poser
h(x,y,A0) = ho(x,y) = f(x,¥) + Aog(x,y)

et calculer
r= a,Zczho(xo,yo); s= aazcyho(xO,yO); et t= aizho(xo,yo)

3- Si r¢t —s® > 0 Appliquer la CS faible du second ordre
4- Sinon : poser

0 0
a= —g(xo,yo) et b= —g(xo,yo)
0x oy
5- Appliquer la CS forte du second ordre.
Applications :
e Exemple 1

Optimiser f(x,y) = x2 + y2 sous la contrainte g(x,y) =xy—1

1- Le lagrangien est :
Lx,y, M) = flx,y) + Ag(a,y) = 2%+ y* + May — 1)

Trouvons les points stationnaires du Lagrangien : résoudre le systéme :

%(x,y,mzo 2y +Ax =0

% (x,y,M)=0 26+ Ay=0
<
9 (x,y,1) =0 xy—1=0

nous avions trouvé deux points stationnaires de ce Lagrangien (x1,y1,11) =(1,1,-2) et (x9, y9,19) =
(-1,-1,-2)

2- les deux multiplicateurs de Lagrange A sont égaux a —2. Regardons donc
Lolx,y) = x? +y2 —2xy+2
Nous avions calculé r =2, s = -2 et t =2 alors
No=rt— s?2=0
Donc ne nous permetait pas de déterminer la nature des deux points stationnaires sous contrainte.

3- Regardons le signe de Q(h,k) = 2h2 — 4hk + 2k>
dans les directions des tangentes la contrainte passant par nos deux points stationnaires :
(Remarque : C’est le méme @ pour les deux points stationnaires car ils sont associés au méme
multiplicateur de Lagrange.)
- Pour (x1,y1)=(1,1)
Calculons a1 = g—i(xl,yl) =letby= g—i(xl,yl) =1
Donc

ath+bik=0<ck=-h



5.4. EXTREMUMS LIES 75

Pour de tels couples (h,k) par substitution, Q(h,k) = Q(h,—h) = 2h2 + 4h2% + 2h% = 8h% > 0 si
h#0

Donc (1,1) est un minimum local sous contrainte pour f.

- Pour (x2,y2) =(-1,-1)
Calculons ag = 2(xg,y2) = ~1 et by = g—i’(xz,m) =-1
Donc
ash+bsk=0ck=-h

Pour de tels couples (k%) par substitution, Q(h,%) = Q(h,—h) = 2k + 4h2 + 2h% = 8h% > 0 si
h#0
Donc (—1,—1) est un minimum local sous contrainte pour f.

* Exemple 2
Optimiser f(x,y) = x2y — 3e” sous la contrainte g(x,y)=y—e*=0

1- Lagrangien est :
Ly, ) = Flx,y) + Ag(x,y) = x2y — 8e* + Ay — &%)
Trouvons les points stationnaires du Lagrangien : résoudre le systéme :

%(x,y,/l):O 2xy—3e*—1e*=0 x=-3;y=e31=-9
%%(x,y,/l):O o{ 2+1=0 << ou
8L (x,y,1) =0 y—e'=0 x=Ly=ed=-1
On a trouvé deux points stationnaires sous contrainte :

(x1,y1=(-3,e73) associé au multiplicateur A =-9

et
(x9,y9 =(1,e) associé au multiplicateur A1=-1

2- Nature des points stationnaires :

- Pour (x1,y1) =(-3,e7?):
a) regardons les dérivées partielles secondes de la fonction de deux variables :

Li(x,y) = fx,y)+ A18(x,y) = x%y — 3e* - Iy — &%)

Alors

az;cfl (x,y) =2y —3e*+9e*
%g?;(x,y):Zx
0a§1(x,y):0
ainsi 0231( g i 6231( ) 6 ) 5231( y=0
r= X = oe S = X = — = —(x =
52 1L,Y1 9xdy 1,Y1 3y? 1L,Y1

b) Regardons rt —s2 = —36 < 0. On ne peut pas conclure

c) Regardons
Q(h,k)=rh®+2shk + th>
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sur I'espace tangent :
0 _ 0
al=—g(x1,y1)=—e 5 et bl=—g(x1,y1)=1
0x oy

Donc
ath+bik=0ok=c3h

Pour de tels couples (%, k) par substitution, Q(h,%) = Q(h,e 3h) =8¢ 2h%2—-12¢73h% = —4e

0sih#0
Donc (x1,y1) est un maximum local sous contrainte pour f.

- Pour (x9,y2)=(1,e) :
a) regardons les dérivées partielles secondes de la fonction de deux variables :

Lo(x,y) = f(x,5) + Aog(x,y) = x>y — 3e* — (y — %)

Alors
a:’“pz(x y)=2y—3e* +e*
%x‘fyz (x,y)=2x
ainsi
02 %Ly 2Ly 02 %Ly

r= (x2,y2)=0 s= (x2,y2) =2 t= (x2,y2) =

0x? 0x0y

b) Regardons r¢ — s = —4 < 0. On ne peut pas conclure

0y?

c) Regardons
Q(h, k) =rh®+2shk + tk*

sur ’espace tangent :
0 0
ag = —g(xz,yz) =-e et by= —g(xz,yz) =1
0x dy
Donc

ash+bsk=0cFk=eh

Pour de tels couples (k, k) par substitution, Q(h,%2) =Q(h,eh) =4eh?>0si h #£0
Donc (x1,y1) est un minimum local sous contrainte pour f.

5.4.3 Matrice hessienne bordée

F(x,y,A) = f(x,y)+ Ag(x,)

matrice hessienne bordée :

’F  9°F  O°F 0 98 9g

A2 0A0x 0Ady O0x oy

H-= °F *F 0%°F | _| 9g8 *F °F
| 0x0A dxy 0xdy |~ | Ox 9x2  0xdy
PF  PF  PF og  ’F 3°F

dy0A 0ydx  0y2 0y 0yox  0y2

dont le déterminant sera noté
a2F ag dg 0°F 0g 4 0°F

=28 0T ;08 08 OF 08, OF
I = ( ) y2 0x 0y 0x0y (6y) Ox2

—3h2 <
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5.4.4 Condition suffisante pour ’existence d’'un extremum

PROPOSITION 44 Soit (xg, y9,A*) un point critique de Lagrangien F(x,y,A) = f(x,y)+Ag(x,y)
de classe €2, H la matrice Hessienne de F aveoc |H| = det(H).alors :
- Si [H| < 0 = le point (xg, yo) est un minimum pour f

- Si [H| > 0= le point (xg, yo) est un maximum pour f
- Si [H| =0 on ne peut rien dire.
Exemple

Optimiser f(x,y) = —x2 +xy sous la contrainte g(x, y) = 20 ou g(x,y) =2x +y
¢ 1¢" étape : Recherche de point(s) critique(s) : - Le Lagrangien est :

L(x,y,A) = f(x,y)+ Mg(x,y)—20)

donc
Llx,y,A) = —x% +xy + A2x + y — 20)

e (x,y,A) est un point critique de £ si

%(x,y,)t):o x+A1=0

9 (x,y,A) =0 2% +y+21=0
<
%(x,y,;t):o 2x+y—-20=0

_ (10 40 _ 10
On trouve (x,y,1) = (5,5, %)

o 2¢™ étape : Nature de(s) point(s) critique(s) trouvé(s)
- On calcule la Hessienne de £ (ou la Hessienne de f bordée par la contrainte g)

9°F  3*F  3*F
0212 9Adx  9Ady 0o 2 1
_| o8*F &*F %°F | _ _
H= 0x0A 0x2 0x0y = 2 2 1
2F  3*F  3*F 1 1 0

0yod 0yox  dy2

donc
det(H(Q 40 _m)) =6>0

332 3

Alors le point (%, %, —%) est un maximum pour f

Fin de Module
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